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Chapitre zéro

Avertissement (pour l’édition 2005)

Les présentes notes écrites dans ce chapitre « zéro » sont destinées à aider nos étudiants dans leur étude du cours « Eléments de Mathématiques pour les Sciences Sociales » et ne constituent pas un texte définitif : au contraire, elles sont appelées à évoluer et à s’étoffer. Elles reprennent schématiquement la structure suivie dans l’exposé ex cathedra, et n’en développent que les aspects les plus techniques, les plus liés aux autres chapitres, et sur lesquels l’étudiant aurait à s’appuyer pour comprendre une question théorique (par exemple, les types de démonstration).
Les références faites à certains livres ou articles de revue (comme Tangente) sont destinées à élargir la culture mathématique des étudiants, à ouvrir leur horizon, à donner contexte, sens et profondeur à leur savoir. Nous avons la conviction que cela aide à « mieux comprendre », mais nous n’attendons pas la mémorisation de ces lectures.

Comme au sein des autres chapitres, le symbole  @   désigne un passage de « culture générale », qui ne fera pas l’objet de questions d’examen.

Conseils du jour :

Développez votre esprit critique, pratiquez le libre examen !

Notre exigence à votre égard : que vous soyez vous-mêmes, que vous pensiez par vous-mêmes, que vous fassiez des maths en réfléchissant.


Attention :

Pour vraiment nous montrer que vous n’avez rien appris :

Confondre « chiffre » et « nombre »
Confondre « thèse » et « hypothèse »
Confondre « libre examen » et « liberté de passer l’examen ou non quand vous en avez envie »
Confondre « esprit critique » et « répétition d’une critique courante que vous avez lue dans un journal »
et enfin : confondre béarnaise et mayonnaise…

Notre hypothèse fondatrice : Vous êtes intelligents, logiques et créatifs
Donc : Montrez-le !.
Nous vous aiderons au maximum…et sans pitié.

L’essence de la mathématique – le sens des mathématiques

Le chapitre zéro se veut être à la fois une introduction à l’Univers mathématique actuel
, une initiation à ses caractéristiques principales, à ce qui le distingue des autres connaissances humaines mais aussi à leurs points communs, à ses principes, ses méthodes et exigences….Il sera utilisé dans tous les autres chapitres, davantage centrés sur des « matières » théoriques et leurs applications. Ainsi le « zéro », comme dans l’histoire et le progrès de la construction de l’édifice mathématique, se révèle essentiel, fondamental, même si son objet peut paraître difficile à cerner. 

Thèmes abordés :

« pareille »….

-Les différents aspects de la culture mathématique, insérée dans la culture universelle : ses « affinités » avec d’autres activités humaines, son immersion dans l’Histoire, avec des Techniques, des philosophies, des « besoins » en évolution. 

-Les zones d’ombre : préjugés et idées fausses ; rôle des paradoxes ; effets pervers des vertus poussées à l’extrême ; effets inattendus des concepts extrêmes (le zéro et l’infini, l’ensemble vide…)

-Universelle ET particulière : la mathématique se retrouve partout, de tous temps, sous des formes fort variées ; elle est en outre l’objets de perceptions individuelles  subjectives : cf. « Votre vision du monde mathématique » (mini-sondage)

-Apprivoiser la bête….C’est quoi ? D’où ça sort ? A quoi ça sert ? et moi dans tout ça ?

« et différente »

-Quelques « grands mots » qui en disent long sur les ambitions des mathématiques :
Liberté… Vérité… Egalité….Beauté… Rigueur….

-Deux piliers soutiennent l’édifice : la définition et la démonstration
-Découvrir ou inventer ? la question de l’existence
Abstraction-Idéalisation
Mathématique dialectique versus mathématique algorithmique

« pareille »….
Une culture humaine
@

La pratique des Mathématiques, par les qualités et attitudes qu’elle requiert autant que par ce qu’elle « produit » s’apparente à d’autres activités humaines : elle exigera de ses adeptes, tantôt comme un art, tantôt comme une science, comme un sport, comme un langage, du travail, du soin, de la curiosité, de l’esprit critique, de la créativité, de l’imagination, parfois de l’audace et bien sûr, l’acquisition de connaissances, de savoir-faire. 

Sa construction remonte à la plus haute antiquité, ce qui lui confère une « maturité » respectable, sans pour autant qu’elle ne cesse d’accroître ses conquêtes sur l’inconnu : des savoirs construits, testés, sans cesse revus, corrigés, complétés, poursuivis et étendus à de nouveaux territoires, accompagnés de techniques toujours plus nombreuses, plus efficaces et adéquates, mieux maîtrisées. Largement diffusées aussi.

À lire : deux avis sur la manière dont la science , les mathématiques en particulier, se développent, au travers des individus, au travers des sociétés :
in Davis & Hersh : p59
in Dieudonné : p 38 

Pour s’initier au monde mathématique, il ne suffit point d’en être « spectateur » : on n’apprend les mathématiques qu’en les re-construisant soi-même, en s’entraînant « à faire des gammes »pour acquérir les bons réflexes, nourrir son intuition, aiguiser ses instruments mentaux, sa capacité d’argumentation rationnelle, sa précision.

Nous verrons que les mathématiques entretiennent également des rapports plus « mystérieux » avec les autres activités humaines, comme la philosophie et les sciences naturelles, lorsque nous aborderons les thèmes de « liberté », de « vérité » et d’« existence ».

Ainsi, comme les autres activités culturelles, les Mathématiques impliquent un apprentissage (VOUS, étudiants) – une transmission (nous, professeurs) de quantité de choses
 :

des savoirs

des techniques

des savoir-faire

des attitudes

· « Côté sport » : il faut s’entraîner, développer ses propres potentiels, acquérir une maîtrise

· « Côté art » : exercer sa technique (les « gammes », le coup de crayon), développer sa créativité, son imaginaire, son intuition

· « Côté science » : comprendre comment ça marche…donner du sens…(se) poser les bonnes questions…observer…expérimenter…tester…

· « Côté langage » : connaître le sens (signification) des mots et leur articulation (grammaire de la pensée)

· Tous côtés : précision, rigueur…le mathématicien, apprenti ou expert doit éviter à tout prix le bluff, le flou, le n’importe quoi, le superficiel

Zones d’ombre
-Préjugés et idées fausses (imagerie populaire du « vieux mathématicien barbu et à lunettes » qui fait des calculs ; ignorance de l’ancrage historique des mathématiques et de leur évolution, croyance en la « bosse », etc.….)

-Rôle des paradoxes : entre paradoxes fertiles et sophismes (discuter pour discuter), les paradoxes sont des éléments déstabilisateurs qui peuvent, poussés à l’extrême, toucher au ridicule et à l’absurde, mais aussi par le questionnement qu’ils provoquent, révéler des failles dans un système de pensée et des raisonnements devenus mécaniques, et ainsi ouvrir de nouvelles portes et provoquer de vrais progrès.
Lire : « Le livre des paradoxes » de Nicolas Falletta [Pierre Belfond, 1985]


-Effets pervers des vertus poussées à l’extrême
Il est malheureusement commun de confondre le but et les moyens de l’atteindre (ou de s’en approcher), surtout si le « but » en question est un idéal, et que le chemin vers lui semble sans fin…Ainsi, les vertus de rigueur, ou de précision du langage, qui doivent aider le mathématicien à produire des raisonnements plus exacts, dépourvus de failles ou d'ambiguïté deviennent parfois une obsession stérilisante ; les non initiés se sentent exclus et le cercle des initiés devient ghetto… A chaque âge d’apprentissage conviendra un niveau d’exigence ; à chaque « problème » le niveau de précision et de rigueur nécessaire.
Ainsi, comme le montre la caricature de Hans Freudenthal, tout langage poussé à l’extrême devient maniérisme et jargon. Dans la même veine, on pourrait opposer les excès possibles du « tout à l’intuition » et du « tout au formalisme ».

Lire : Citation de Hans Freudenthal parodiant cette façon de parler ; in Davis &Hersh p.135
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     (Paragraphes en chantier)
–De l’erreur : erreurs communes : la figure (l’intuition, la perception sensible) peut nous tromper : le « carré manquant »
On peut se tromper de bien des façons : énoncer qqch de faux ; énoncer vrai, mais se tromper dans la preuve, oublier des cas, prouver autre chose que la thèse (péché capital !).

Toutefois, le statut de l’erreur n’est pas entièrement négatif ; si « perseverare diabolicum »- s’entêter dans l’erreur n’est pas une bonne idée- toutefois, l’erreur, reconnue comme telle, et bien analysée, est à la source même de notre apprentissage.

-développements récents des mathématiques : ampleur ; lire : 200.000 théorèmes, in « L’Univers Mathématique » p 20 et suivantes.

-pseudo science : lire Sokal et Bricmont : jeter de la poudre aux yeux des lecteurs (auditeurs,…) en habillant un discours d’un costume artificiellement compliqué, de concepts et de jargon appartenant à une toute autre discipline est une pratique totalement non scientifique, trompeuse et manipulatrice.

Universelle ET particulière

-Votre vision du monde mathématique (mini-sondage)

Petit sondage initial sur VOTRE vision de l’Univers mathématique  
(15 minutes)
Je décompose schématiquement nos pensées en 3 types ou catégories :
-nos « savoirs » et connaissances : ces pensées peuvent être vraies ou fausses éventuellement incomplètes
-nos opinions et croyances, qui sont liées à nos « valeurs » de Bien, de Beau, …
-nos sentiments
Exemples :
(A) « le théorème de Pythagore concerne les triangles rectangles et est connu depuis l’Antiquité » :
(B )« les mathématiques sont utiles pour tout le monde »
(C) « les maths me font peur et me font douter de moi »

A est un fait mathématique accompagné d’un fait historique ; en avoir connaissance est le résultat d’une formation scolaire par exemple
B est une opinion ; généralement l’opinion se « choisit » plus ou moins consciemment parmi plusieurs options ; elle est influencée par de nombreux facteurs externes et internes, et souvent on « argumente » pour convaincre autrui de son bien fondé. L’opinion n’est pas démontrable, car elle porte sur des objets trop flous et repose souvent sur des non-dits ou sur des prémisses non universelles
C est un sentiment ; si l’énonciateur est sincère, il n’y a pas lieu de contester la « vérité » d’un sentiment ; s’il est ressenti, il est vrai. Ce qui ne signifie pas qu’il est « bon », ni souhaitable, ni inchangeable.

Il n’est pas toujours facile de discerner le type d’une pensée, car sa formulation peut induire en erreur, ou encore devrait se décomposer en plusieurs items (plus simples) avant d’être analysée

Questionnaire

2005


L’Univers mathématique de :

Prénom :








âge :

Savoirs : choisissez et complétez :

	La science mathématique a été quasi achevée pendant l’Antiquité, quelques derniers résultats ayant été complétés jusqu’à la Renaissance (Pythagore -DaVinci)
	

	La science mathématique a été définitivement achevée à la fin du 19 siècle et restructurée au XXème siècle (Bourbaki) ; elle a depuis lors étendu ses applications aux domaines les plus variées
	

	La science mathématique n’a pas été achevée et continue à produire plus de 100.000 théorèmes (publiés !) par an
	

	Parmi les concepts et résultats mathématiques que je connais, ceux qui ont été établis le plus récemment sont :
(datez si possible au siècle près)







Citez :

-Un maximum de noms de mathématiciens dont vous ayez entendu parler et situez-les (approximativement) dans le temps :

-Quelques « objets » ou concepts de l’Univers mathématique :

-Un résultat garanti par les mathématiques et que vous sentez capable d’expliquer à quelqu’un qui ne le connaît pas :

Opinions : situez votre point de vue sur l’échelle (de 0 à 10)
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Pas d’accord (0)






Totalement d’accord (10)
(placez A,B et C sur l’échelle

A les maths sont utiles

B les maths sont belles

C les maths sont faciles

Sentiments : décrivez au moyen de mots-clés ou de courtes phrases les sentiments qu’éveillent en vous l’activité mathématique, leur apprentissage, leur évocation…et ce que vous en attendez.  Vous pouvez écrire (lisiblement…) au recto et au verso de la feuille !

-apprivoiser la bête….
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C’est quoi ? D’où ça sort ? A quoi ça sert ? et moi dans tout ça ? (Ceci prendra du temps !)

(paragraphes en chantier) :

-le plaisir du sens : lire Rouche et didactique
Une part du sens que nous attribuons aux choses provient du contexte ; aussi faut-il que le contexte d’une question, d’une matière puisse être perçu ! ce contexte est de plusieurs natures possibles : celui de l’émergence historique, ou celui de l’utilité par exemple ; ainsi, votre « lecture obligatoire » (variable d’année en année)  est censée vous apporter du sens en développant votre connaissance du contexte de l’univers mathématique. 
Les nombreuses « Applications » des outils mathématiques abordés sont choisies en sciences humaines (gestion, parenté, élections…) afin de les rendre plus proches.
De très nombreuses digressions seront faites pour situer les mathématiques en tant que production humaine : leur insertion dans les grands courants de pensée, l’existence de minorités, les « bagarres », les scandales…les éclairs de génie, les hasards et les nécessités (les efforts de guerre, la quête de « sponsors », les modes scientifiques)


-Et moi et moi et moi ? comment s’y prendre !
De nombreux dispositifs d’aide à la réussite seront à la disposition des étudiants :
guidances, personnes ressources, documents, site WEB…etc.
Mais : PAS de miracle !
Comme le disaient les Anciens :




Nul n’entre ici s’il n’est géomètre !

Mieux :

Majesté, il n’y a pas de voie royale pour la Géométrie 
(parole attribuée à Euclide au roi Ptolémée qu’il était chargé d’instruire)

Traduction libre : faut TRAVAILLER !

« et différente »
 Quelle spécificité véritable ?
-Deux piliers soutiennent l’édifice : la définition et la démonstration
L’importance de la preuve en mathématique est telle que beaucoup considèrent que la « démonstration » suffit à caractériser les mathématiques.

Nous verrons ci-dessous quelques types de preuves classiques généralement 
 considérées comme légitimes, capables de valider une affirmation et de la constituer « théorème ». Abstraction/idéalisation, formalisation, axiomatisation, déductions étant des ingrédients essentiels de la mathématisation des questions, ils seront aussi essentiels dans la construction des démonstrations. Un bref passage en revue des rôles des exemples, contre-exemples et définitions est aussi nécessaire, car on ne peut pas être rigoureux si on ne l’est pas dès le début (cela revient à construire sur du sable).

Toutes, on le remarquera, s’appuient sur les « règles du jeu » de la logique classique (oui, il y a des logiques alternatives…des mondes parallèles !) :

Principe du tiers exclu
Principe de la double négation
Règles de De Morgan…

pour ceux qui aiment les formules, on peut tout traduire algébriquement (algèbre de Boole) :

On pose comme axiomes :
(avec les conventions d’écriture suivantes : le . se lit ET, le + se lit OU ; 0 signifie FAUX ; 1 signifie VRAI : a’ c’est non a ; = signifie l’équivalence)

· commutativité : (A1) a.b=b.a 

(A2) a+b=b+a

· associativité : (A3) a.(b.c)=(a.b).c 
(A4) a+(b+c)=(a+b)+c

· distributivité
 : (A5) a.(b+c)=a.b+a.c
(A6) a+(b.c)=(a+b).(a+c)

· élément neutre : (A7) 1.a=a.1=a
(A8) 0+a=a+0=a

· complément : (A9) a.a'=0 

(A10) a+a'=1

On montre que si les opérateurs vérifient ces axiomes, alors on a obligatoirement les propriétés suivantes qui sont vérifiées :

· élément absorbant : (P1) a.0=0

(P2) a+1=1

· absorption : (P3) a.(a+b)=a 

(P4) a+(a.b)=a

· idempotence : (P5) a.a=a 

(P6) a+a=a

· dualité : (P7) (a')'=a

· théorème de De Morgan : (DM1) (a.b)'=a'+b' (DM2) (a+b)'=a'.b' 

Exemples, contre-exemples, preuves et démonstrations

A. « Un nombre pair est (par définition) un entier multiple de deux ».
Exemple : 6 ; contre-exemple : 21
Les exemples et contre-exemples peuvent servir à illustrer une définition, afin de la rendre plus parlante, plus concrète, grâce à l’analogie que nous ferons automatiquement.

B. « Tout nombre rationnel (quotient de deux entiers) peut s’écrire sous la forme d’un nombre décimal illimité périodique »
Exemple :1/3 = 0,3333333333…….
Exemple : 22/7 = 3, 142857  142857  142857  142857  142857  142857…..
Ici, pas de contre-exemple, car il s’agit de l’énoncé d’un théorème (cf. chapitre 1) : un théorème doit être toujours vrai, il n’admet aucun contre exemple.

C. « Trois points quelconques pris dans un plan sont alignés »
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Exemple : 


contre-exemple :

La proposition C n’est pas toujours vraie : nous déclarons qu’elle est fausse. Ce faisant, nous usons du principe du « tiers-exclu » : nos propositions sont (exclusivement) soit vraies soit fausses ; aucune autre possibilité et jamais les deux à la fois.
L’usage du contre-exemple dans ce contexte est précisément de « disqualifier » la proposition, qui ne sera donc PAS un théorème. On constate par la même occasion que pour cette proposition, la production d’un exemple ne « prouve rien » : une démonstration est nécessaire, car elle doit prendre en compte « tous les cas possibles », même s’il y en a une infinité !

Il existe toutes sortes d’espèces de démonstrations ; certaines, qui nous apparaissent comme particulièrement fécondes et puissantes, feront l’objet d’une attention spéciale et seront « visitées » à plusieurs reprises. D’autres sont simplement mentionnées, pour vous aider à y voir plus clair  :

Preuve par exhibition :
Si l’on considère la proposition : « Il est possible de paver le plan au moyen de triangles quelconques tous égaux », le simple fait d’exhiber ce pavage (en toute généralité) suffit à confirmer la véracité de la proposition affirmée. Ceci n’est licite QUE pour des formes très particulières de propositions. 

Autre exemple : « il existe un premier qui est pair »

Remarquez qu’avant de démarrer toute tentative de démonstration, il faut s’assurer des définitions des concepts concernés par l’affirmation !

Preuve « directe »
« Si x est un entier pair, alors x2 est un entier pair »
preuve : x pair donc x=2k ; donc x2=(2k)2=4k2 qui est pair.

Preuve par exhaustion (tous les cas sont examinés successivement)
« Si x est un entier pair, alors son écriture en base 10 se termine par un chiffre pair »
(mais ce serait faux en base 13 », par exemple !)
preuve : x entier pair ; donc x=2K (k entier) ; le dernier chiffre de 2k dépend du dernier chiffre de k, ce qui conduit à dix cas possibles, qu’il suffit de lister….faites-le !

Preuve par contraposée
« Pour tout entier x, si x2 est pair, alors X est pair »
preuve : on montre que : pour tout entier x, si X est n’est PAS pair, alors ,  x2 n’est PAS pair. X impair donc x=2k+1 ;donc x2=(2k+1)2=4k2+4k+1, qui est impair.

Preuve par l’absurde :
également basée sur le principe du tiers-exclu : on part de l’idée que si la proposition n’est jamais fausse (impossibilité qu’elle soit fausse), alors elle DOIT être vraie.
« il existe une infinité de nombres premiers »
preuve : on suppose que c’est faux : il n’y en aurait qu’un nombre fini : soit P1…..Pn cette liste ; on construit N=  (P1 xP2…..x Pn  )+1. On décompose N en facteurs premiers : ceux-ci ne peuvent pas appartenir à la liste car aucun nombre entier (différent de 1, pas considéré comme vrai premier) ne divise simultanément les entiers x et x+1 ; donc ils sont plus grands. Ce qui contredit la supposition faite ; elle ne peut donc qu’être fausse.

Preuve par récurrence (aussi dite par induction) :

Lire : Poincaré, La Science et l’hypothèse, chapitre « sur la nature du raisonnement mathématique » (in : math au fil des nombres, p77-78),
 Le passage du fini à l’infini.

Cadre d’application d’une démonstration par récurrence : on se propose de prouver qu’une propriété (P) est vraie pour une « infinité dénombrable » -cf. ch1- de valeurs d’un paramètre : P(n) vraie pour tout n d’un ensemble E infini-dénombrable. La démonstration par récurrence permet donc de réaliser l’équivalent d’une infinité de preuves du même type, en ne réalisant que deux étapes : d’abord une initialisation du processus, c'est à dire montrer une « première valeur » du paramètre pour laquelle on prouve la propriété ; ensuite l’induction proprement dite, à savoir que si la propriété est vraie pour une certaine valeur du paramètre, on peut toujours en déduire qu’elle se transporte à l’étage suivant, c'est à dire qu’elle reste vraie pour la valeur suivante du paramètre. 

Ceci peut se représenter diversement : certains visualisent cette procédure comme une chute en série de dominos ;


Nous préférons la représenter par la métaphore de l' escalier (infini):


                                               D’une « marche » à la suivante

    Niveau le plus petit : de « rien » on montre que la propriété est vraie pour une première valeur

Site web : http://membres.lycos.fr/villemingerard/Iteration/recurren.htm
(métaphore des dominos et diverses infos amusantes sur les maths)

Quelques exemples de théorèmes démontrés (démontrables) par récurrence :

· Le nombre de permutations de n objets, noté  n !  vaut : n (n-1)(n-2)(n-3)…..(2)(1)

· Pour tout entier positif n>3 : 2n < n !
preuve : base : N0=4
cas récursif :si 2n < n !, alors ?




alors 2n+1 =2n.2< n !.2 < n ! (n+1) a fortiori

· Un arbre (graphe non orienté connexe, sans boucles, sans cycles) a toujours un sommet de plus que d’arêtes

· La somme des n premiers nombres (entiers positifs) impairs vaut n2
· Le nombre de parties (sous-ensembles) d’un ensemble de n objets vaut 2n
· N droites distinctes du plan (euclidien) découpent ce plan au maximum en ?…régions et se coupent mutuellement en maximum ?…..points. 

Attention ! la preuve par récurrence nécessite de la vigilance ; trouvez l’erreur :

A) : on va « prouver » que tous les nombres naturels sont égaux !

Soit deux nombres naturels quelconques a et b (0 inclus)(ils peuvent être identiques).
Soit m le plus grand des deux (l'un des deux, au choix, s'ils sont égaux). 
Pour montrer que n'importe quels naturels sont égaux, il suffit de montrer que a = b dans tous les cas.

Démonstration : par induction sur la valeur de m.

a) Cas le plus simple : m = 0. 
Si le plus grand des deux nombres est 0, ils sont forcément tous les deux nuls (rappel : ce sont des naturels, non des entiers) ; ils sont donc égaux.

b) Transmission. Prouvons que, si l'égalité a = b est obligatoirement vraie pour un certain m-1, alors elle l'est aussi pour m. 

Voici donc deux nombres a et b dont le plus grand est m. Regardons les deux nombres a-1 et b-1. Le plus grand de ces nombres est m-1. Ces deux nombres sont donc égaux (grâce à l'hypothèse d'induction).

Si a-1 = b-1, évidemment, a = b.

c) donc, toute paire de naturels est égale, et donc tous les naturels sont égaux.

 (La faille dans la démonstration n'est pas facile à voir : les nombres a et b sont naturels, mais les nombres a-1 et b-1 ne le sont pas forcément ! (si a = 0, a-1 n'est pas un naturel) Donc, l'hypothèse d'induction ne peut s'y appliquer.)

Morale : il faut vérifier que, dans l'application de l'hypothèse d'induction, les objets traités continuent de satisfaire les conditions mises au départ.

---------------------------

B. Une fausse induction : montrons que tous les nombres entiers sont plus grands que 1000 !

On doit démontrer que si n possède la propriété « est plus grand que 1000 », alors n+1 la possède aussi. Mais n'est-ce pas évident, puisque n+1 est plus grand que n ?

Donc, tous les entiers sont plus grands que 1000.

(Ici, la ficelle est plus grosse. On a omis le premier pas de la démonstration : 
or 0 n'est pas plus grand que 1000.)

Morale : une induction sans la première étape n'est pas une induction. Cette étape si souvent triviale est donc indispensable.

------------------------------

Exercices : 

a) citer des énoncés mathématiques (vrais !) que l’on ne pourrait en aucun cas démontrer par récurrence

b) citez quelques concepts mathématiques (objets, structures, propriétés) que vous connaissez ; tentez ensuite d’en écrire une définition

c) nous sélectionnons une telle définition ; donnez des exemples et des contre-exemples

De « grands mots »
qui en disent long sur les ambitions des mathématiques :
Liberté… Vérité… Egalité….Beauté… Rigueur….

· Libre ! et Vraie !

Comme les sciences de la nature (physique, chimie, biologie, médecine…), la mathématique entretient un rapport étroit avec le vrai, le désir de dire le vrai. Mais depuis le 19 siècle, la mathématique s’est progressivement distinguée des autres sciences dans son rapport au vrai en se détachant fondamentalement de ses obligations de « réalité ». Pour les créateurs contemporains de mathématiques, le monde réel peut inspirer les objets mathématiques, mais il ne les contraint plus

Les mathématiques n’ont plus de compte à rendre à l’expérience (ce qui n’empêchera pas, le cas échéant, de se donner une familiarité avec l’objet, d’alimenter son intuition
, en tentant de l’observer, de le représenter, de réaliser quelques simulations….cela n’aura pas valeur de preuve, mais cela peut aider notre cerveau à appréhender un objet abstrait). 

En outre, ces « fictions » issues de notre imagination scientifique peuvent s’accorder avec une étonnante précision avec la réalité du monde physique ; ce qui explique en bonne partie leur succès, et s’explique sans doute par l’inspiration que les mathématiciens ont tiré de leurs « muses » réelles, la terre, ses habitants, ses problèmes !

Néanmoins, le discours mathématique en soi ne concerne pas le monde réel : les mathématiques ne disent rien sur le Monde
, mais parlent seulement …d’elles-mêmes. Si la Vérité recherchée en mathématique n’est plus liée une quelconque adéquation au monde réel, de quelle vérité s’agit-il ?
Les mathématiciens créent des objets imaginaires, puis se posent des questions à leur sujet (Lire : L’Univers Mathématique Davis & Hersch p395  et dossier) ; les réponses à ces questions seront très soigneusement étudiées afin de sélectionner les réponses indiscutablement vraies, qui seront baptisées « théorèmes ».
Comment ces opérations sont-elles réalisées ? Tout d’abord, une grande précision sera mise dans la description des créatures imaginaires des mathématiciens, afin que chacun les conçoivent de façon identique, et puisse les reconnaître sans ambiguïté. C’est le travail de « définition » des concepts. Il vise à limiter, réduire au strict minimum toute « interprétation » personnelle qui pourrait en faire varier le contenu. Il s’agit d’une opération difficile (un idéal impossible) car nous nous exprimons avec des mots…très vagues, polysémiques et à contenu sémantique variable dans le temps. D’où la nécessité d’apporter un soin tout particulier à exprimer les choses clairement, de façon non équivoque, complète…et de recourir à un langage artificiel, le jargon du métier, qui ne cesse de s’accroître et de s’affiner. L’obsession (nécessaire !) des mathématiciens concernant la précision de leur expression , et quelques « expériences traumatiques
 » dues à des pratiques trop naïves et pas assez rigoureuses a conduit au « formalisme » (cf. Davis & Hersh).
Le péché mignon du formalisme étant qu’il est tout sauf intuitif, et qu’il conduit inéluctablement à la perte de sens ! 
Comme toujours, une certaine sagesse préconisera « un peu de tout », et de formaliser quand nécessaire, s’inspirer du monde sensible autant que l’on veut, et revenir au sens commun quand c’est possible, pour donner du sens à ce qu’on fait. (cf. livre la rigueur et le calcul, p 46)

· Rigueur

La rigueur des arts et des sciences est ennemie du « n’importe quoi », de la négligence…mais elle n’a rien contre la fantaisie ou l’imagination, contrairement à une fausse image de la rigueur revêche, triste et ennuyeuse…elle nécessite certainement attention, précision, effort…mais elle n’est pas plus froide quand elle s’exprime dans une élégante démonstration que dans un ballet de Béjart ou un combat rituel.

Elle est indispensable dans les sciences pour garantir leur validité : la justesse des raisonnements, la précision des protocoles ; en sport, elle permet l’efficacité et l’économie des gestes et de leurs enchaînements ; en art elle se traduit par une impression de (quasi) perfection, d’harmonie et procure un plaisir esthétique.

En mathématiques, la rigueur est une vertu essentielle, qui s’exprime continûment : dans la description du cadre d’une question, dans l’énoncé des questions, dans les définitions, dans les « tests », recherches d’exemples ou contre exemples, dans l’élaboration des preuves, dans les conclusions…même dans les représentations (épures, graphiques,…) on garde un impératif de rigueur, afin de ne pas se laisser induire en erreur par des défauts de perspective.

Certes la rigueur est un idéal, comme la Beauté, la Liberté, la Justice ; elle comporte comme eux une part de mythe (lire passage de Dieudonné in « Pour l’honneur de l’esprit humain ».

Citation :
« il n’y a pas de définition rigoureuse de la rigueur » (René Thom)

· L’égalité…un concept qui n’est pas simple !

(paragraphes en chantier)

Nous verrons ensemble différentes façon de concevoir et d’étendre la notion d’égalité : égalité de deux nombres finis, égalité de deux nombres infinis, égalité de deux structures (on parle alors d’isomorphisme), égalité de deux figures….

L’égalité est un concept « transversal » dans ce cours, et il n’est pas le seul : d’autres concepts le traversent également : la recherche d’invariants ; les processus d’extension et de généralisation, et quelques autres.

La Beauté en mathématique fera l’objet d’un développement ultérieur.

Découvrir ou inventer ?
La question de l’existence
Abstraction-Idéalisation
Mathématique dialectique versus mathématique algorithmique   

Lire : « des faits vrais sur des objets imaginaires », in Davis & Hersh :p 395 et suivantes ; « l’individu et la culture », idem, p 59 ; Dieudonné, p 38.

L’existence

La question de savoir si on invente (crée de toutes pièces) ou découvre (des choses qui préexistent) en mathématique, est comme beaucoup de questions philosophiques, une question de mots, une question liée au flou et à la polysémie des mots… On peut dire sans que ce soit un scandale, que les objets mathématiques n’existent pas, si on entend par là qu’ils n’ont pas de matérialité physique, qu’ils ne peuvent être directement accessibles à nos sens ou à nos mesures : le nombre 3 n’a ni poids, ni couleur, ni aucune autre caractéristique physique. Mais ce n’est pas si simple !

D’un être vivant, nous accepterons généralement (sauf quelques sophistes modernes) qu’il « existe » ; mais que dire lorsqu’il est mort ? qu’il n’existe plus ? toutefois, ses composants sont toujours là ! longtemps, nous pouvons continuer à les percevoir, par la vue, l’odorat, le toucher….et même après décomposition, les composants épars poursuivent leur « existence » discrète dans la terre, dans les vers  ou de nouvelles vies….Et que dire du vivant avant qu’il n’apparaisse sous sa forme de vie ? Exister n’est pas un concept simple et bien défini…
Les mathématiciens, lorsque qu’ils se préoccupent d’établir « l’existence » d’un objet, d’une structure, ne visent pas à en prouver la matérialité, mais la « possibilité logique », la cohérence vis à vis d’un contexte, d’un cadre dans lequel on a décidé de se placer ; parfois cette existence sera établie en exhibant l’objet : les racines d’une équation du second degré par exemple : on a construit l’objet, ce qui suffit à en prouver l’existence. Parfois, l’existence atteint un degré plus ténu, plus abstrait : on déduit par raisonnement que l’objet doit nécessairement exister, contraint d’être par le cadre et les règles de logique…mais on ne le construit pas. Ce type d’existence est contesté par une Ecole de pensée parmi les mathématiciens, les « constructivistes ». cf. HS n° 138 mai 2004 Science et Avenir, « le mystère des nombres »
Pi  ( ( ), dieu et le chat botté sont également imaginaires, également (in)existants…mais très inégalement construits et interprétés ! 

Pi est défini de façon stricte, et tout ce qui est affirmé scientifiquement sur pi dérive directement de cette définition et du cadre formel (logique et autres connaissances mathématiques) ; toute affirmation doit être validée par une preuve, dont la forme est prescrite. Personne n’a autorité pour énoncer des affirmations sur Pi sans avoir à se soumettre à ces règles du jeu ; aucun livre ne détient la Vérité définitive et complète sur Pi. Nul ne peut non plus infléchir le destin de Pi….Contrairement à celui du chat botté, pour lequel nous pourrions fort bien écrire :  « chat botté : le retour ! » et inventer de toutes pièces, sans avoir de comptes à rendre à personne, un nouvel épisode…..Donc, Pi dans son cadre se comporte comme une étoile lointaine dont on cherche à percevoir les mystères : ainsi on découvre Pi (ses propriétés) chaque jour un peu plus. On se pose des questions sur Pi…puis on y répond et on emmagasine ce nouveau savoir dans le trésor mathématique….
Lire : »Le fascinant nombre Pi » de JP Delahaye [biblio Pour la Science] ou « Le nombre Pi » de l’Association pour le développement de la Culture scientifique.
Oui…mais ce n’est pas si simple ! Peut-on toujours répondre à chaque question posée ? plus exactement : indépendamment de notre perspicacité et de notre compétence mathématique, sommes nous assurés que chaque question aura UNE réponse ?
Depuis la découverte-invention des Géométries non euclidiennes au 19ème siècle (Bolyai, Lobatchevski, Gauss), les mathématiciens ont pris conscience qu’une question claire et simple posée dans un cadre aussi familier et développé que celui d’une géométrie vieille de plus de 2000 ans…pouvait avoir des réponses incompatibles entre elles : par un point donné du plan, combien passe-t-il de droites parallèle(s) à une droite donnée ?…D’une part, aucune réponse ne peut être « déduite » du cadre formel (les connaissances de la géométrie à cette époque) ; d’autre part, plusieurs réponses (« zéro », « une seule », « deux »…) se révélèrent également viables, c’est–à-dire non contradictoires avec la théorie préexistante….D’autres « chocs » épistémologiques devaient s’abattre sur les mathématiciens modernes : la crise des infinis et des infiniment petits (analyse  - Cantor), la crise de la théorie des ensemble et de la logique  (Russel)…les mathématiciens travaillèrent d’arrache-pied pour réparer les dégâts. L’ère triomphante de l’axiomatique et du formalisme voit le jour…avec de nouveaux espoirs fous (programme d’Hilbert).
Lire : Davis & Hersh.
Au XXème siècle (1931), Gödel a mis un terme à tout espoir (illusion) de mise au point d’un système mathématique formel (comprenant au moins l’arithmétique) qui éviterait ce phénomène : l’édifice ne sera jamais complet !

Organisation générale du cours

Les 5 chapitres du cours ex cathedra (théorie)  :            Oral +mini-test écrit
Mardis et Vendredis

0 : L’essence  (+dossier @ « culture générale »)
1 : Nombres +dossier
2 : Graphes +dossier
3 : Groupes +dossier
4 : Elections +dossier

Un chapitre en auto-formation :
5 : Algèbre linéaire : à consulter sur notre site WEB : accès libre après inscription au LIS en salle Renais, ou accès en connexion internet : www.ulb.ac.be/soco/matsch/math
1 à 4 accompagnés de TP (lundis/jeudis)  + 5 en auto-formation           Exercices à l’écrit

Un livre à lire : « La bosse des maths » + dossier au choix :             dissertation à l’écrit

Note obtenue à l’écrit  située entre 6 et 14  (inclus):
on passe l’oral sur un chapitre (le dossier peut servir à illustrer) ‘(1 à 4) au choix ; chapitre 0 pour tous en outre.

Accompagnements pédagogiques : cours (GDM) + TP (CM) + plan de cours synthétique + mini tests+ site web + pré-guidances (remise à niveau + algèbre linéaire  au premier semestre) + guidances facultatives à la carte (AG) + permanences (AG + assistants) + simulation d’examens (AG)

Consultez régulièrement nos valves (à côté du H2.163)  Lisez attentivement le vade mecum distribué en début d’année (disponible aussi sur le WEB)

 (« La philosophie est écrite dans ce très vaste Livre qui est éternellement ouvert devant nos yeux, je veux dire l’Univers- mais on ne peut le lire avant d’avoir appris la langue et s’être familiarisé avec les caractères dans lesquels elle est écrite. Elle est écrite en langue mathématique et se lettres sont des triangles, des cercles et d’autres figures géométriques, moyens sans lesquels il est humainement impossible de comprendre un seul mot, sans lesquels on erre dans un obscur labyrinthe. »


 Galilée, 1623, Il Saggiatore - l’Essayeur)





Vous pensez…donc j’existe !





� EMBED MSPhotoEd.3  ���








� Pour une véritable présentation de cet Univers, lire « L’Univers Mathématique » de Davis et Hersh [Gauthiers-Villars].


� Lire : « Les Mathématiques, Art, Science et Langage » de Georges Barthélémy [Ellipses, coll L’esprit des sciences]


� il se trouve évidemment quelques « contestataires »  -intuitionnistes, constructivistes,…-qui préfèrent limiter davantage les outils permis : recours à l’infini actuel, preuves d’existences sans construction, principe du tiers exclu ne sont pas admis de tous ; il y a toujours des dissidents ! les mathématiciens ne trouvent pas nécessaire de les enfermer, encore moins de les envoyer dans l’au-delà….


� La « double distributivité » est spécifique au calcul booléen, et ne s’applique pas à l’algèbre classique sur les nombres réels ! autrement dit, dans R,+,.  l’axiome A6 n’est pas vérifié.


� Je ne définirai pas l’intuition, mais je vous propose la métaphore suivante : l’intuition est le « compost » de nos expériences mentales passées ; les composants initiaux ne sont plus reconnaissables, mais il est particulièrement fertile pour créer du neuf. Un chouette livre du mathématicien Jacques Hadamard : « Essai sur la psychologie de l’invention dans le domaine mathématique » ; dans son chapitre sur les cas paradoxaux d’intuition, il cite Fermat, Riemann, Galois, Poincaré……


� et pourtant…, comme nous venons de l’affirmer, les mathématiques sont partout quand il s’agit de modéliser le monde réel ! ne dit-on pas que chaque gadget de la vie contemporaine -TV, gsm, pc , baladeur MP3, dvd, GPS…- « contient » des conséquences de nos connaissances mathématiques. D’où vient ce paradoxe étonnant ? cf. article « la déraisonnable efficacité des nombres dans les sciences naturelles », HS.


� les grandes crises mathématiques (fin 19è début 20è) : l’émergence des géométries non-euclidienne, entraînant la scission de la géométrie mathématique et de la géométrie géographique ; la reconstruction de l’analyse par la redéfinition des limites et des nombres réels ; la naissance de la théorie des ensembles et les paradoxes qu’elle a engendrés…cf. rigueur et calcul p43
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